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Introducio

Supercondutores sdo materiais que, abaixo de certa temperatura, apresentam
duas caracteristicas fisicas importantes: diamagnetismo perfeito; e resistividade nula.
Muito se estudou sobre esses materiais formidaveis, principalmente na década de oitenta
e comeco da década de noventa, mas uma teoria soOlida que explique esse
comportamento em todos os seus aspectos ainda ndo existe. A teoria mais promissora, €
que descreve perfeitamente o fenomeno de supercondutividade em um grupo restrito de
supercondutores (Tipo 1) ¢ a Teoria BCS. A base dessa teoria € a interacao eletron-
fonon dentro dos materiais. Fonons sdo excitagdes elementares associadas a energia de
vibragdao da matéria (calor), que podem apresentar, também, propriedades de particulas;
assim como os fotons sdo as particulas associadas a energia luminosa da matéria (luz).

Tendo em vista que os fonons estdo associados a vibragao numa rede cristalina,
o modelo simplificado que leva em consideracdo essas interagdes, ¢ o modelo massa-
mola, onde os atomos sdo representados como massas pontuais € as interagdes
interatdmicas sdo representadas como molas. A partir da constru¢cdo desse modelo
simplificado, pretende-se compreender mais sobre o funcionamento estrutural de um
supercondutor.

Metodologia
Primeiro Modelo: Massa-Mola com Vibragoes Logitudinais

Na primeira parte do projeto (ver Semindrio PIBIC, 2009) utilizamos como
modelo para as vibragdes cristalinas uma rede linear de atomos idénticos ligados a
molas idénticas e através da utilizacdo de condi¢des de contorno nas quais 0s extremos
da cadeia sdo fixos. Classicamente, pudemos analisar essa rede através da Forca de
Hooke de restauracdo, da forma - kx. Supondo um deslocamento paralelo ao eixo da
rede, calculamos as forcas associadas a cada massa e, através da matriz do sistema,
encontramos seus auto-valores que representam as freqiiéncias de vibragdo envolvidas.
Sabendo que os fonons sdo intimamente ligados a essas vibragdes, procuramos entender
os resultados obtidos a luz da teoria BCS.

O modelo suposto gerou um resultado interessante devido a interagdo de
vizinhos na cadeia finita de 4&tomos, que foi uma matriz tri-banda e que possui féormula
analitica para seus autovalores:
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Através desse resultado, e sabendo que N ¢ o nimero de atomos na cadeia,
fomos capazes de calcular as N freqliéncias de vibracdo em redes de diferentes
tamanhos N. A figura 1 mostra o grafico de freqiiéncias calculadas para N assumindo
diferentes valores. Pode-se notar a semelhanca com o modo acustico de cadeias
alternadas, como sera visto adiante.
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Figura 1: Freqiiéncias para cadeias com 100, 80, 50 e 20 atomos.
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Massa-Mola com Vibracoes Transversais

Como os modos importantes para a supercondutividade nos compostos
intermetalicos de que trata este trabalho sdo modos tranversais, iniciamos o estudo de
vibragdes transversais em cadeias finitas. Esse estudo ndo foi trivial como o primeiro.

Quando montamos as equagdes referentes a Forca de Hooke descobrimos o
aparecimento de um fator cubico na equacgdo diferencial, como veremos a seguir.

O modelo aqui utilizado ¢ idéntico ao das vibragdes longitudinais; inicialmente
consideramos apenas uma massa ligada a duas paredes fixas através de molas idénticas.
Uma forga Fy € aplicada sobre a massa (lembrando que o eixo das massas € o eixo X e,
portanto, a for¢a Fy, responsavel pelas vibragdes transversais, € ortogonal a este eixo).
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Sistema relaxado. Mesmo Sistema perturbado pela
nesse caso, existe uma for¢a | forca Fy ortogonal ao plano
de interacao que provoca das molas.

uma diminuicao da distancia
interatémica (a).

Apos ter sido perturbado o sistema tentard se restaurar através das molas.
Decompondo as for¢as que as molas exercem em fun¢do do dngulo entre o eixo X € a
mola inclinada notamos que as componentes em X se cancelardo e as componentes em y
se somarao. Dessa forma:

Frony =(= Fsen(0))+ (= Fysen(0)) = —2k(d — a)sen(0)

A presenga do termo (d-a) nessa expressdo deve-se a suposicdo de que, na
posicdo de equilibrio, as molas estdo relaxadas (a = lp). Esse dado ¢ relevante,
influenciando diretamente o comportamento das solugdes. O caso em que a ¢ diferente
do comprimento da mola serd discutido mais adiante e estd relacionado as interagdes
inter-moleculares.

O termo ‘d’ diz respeito a distancia total entre o ponto fixo na parede e a massa
depois da deformacdo da mola, ou seja, € equivalente a hipotenusa do tridngulo
retangulo formado. O termo ‘a’ ¢ a distincia entre parede e massa na situagdo de
equilibrio e, chamando de ‘y’ o deslocamento da massa, temos o segundo cateto do
triangulo. Podemos, agora, escrever ‘d’ em fungdo de ‘a’ e ‘y’:

sen(@):l;d = (y2 +a2)% = Froru =_2k((y2 +a2)% —aj -

d (y2 + az)%
Desenvolvendo a expressao:
a a
Frory =—2k y_—yy =-2yk 1_—y
y2+c¢2)2 yz+az)2
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Aplicamos, aqui, a aproximacao de primeira ordem:

!
1 2 A 2
(y2+a2)4:a y—2+1 =a 1+y—2 = Fror = —2Vk 1—;
a 2a y?
I+
2a

Aplicando a aproximagao de primeira ordem mais uma vez:

2 3
k
Fropy = —2yk(1—(1+ izzjjz_ ya2

Escrevemos a equacdo de Newton para esse sistema:

md’y Yk _d’y Yk
> T T T T TS
dt a dt ma

Nota-se nessa expressao a caracteristica ndo linear da equagao diferencial,
levando as solugdes ndo harmonicas, discutidas a seguir.

A solugdo para essa equagao diferencial de segunda ordem cubica foi obtida no
Maple e ¢ uma funcao do tipo Jacobi Seno e Jacobi Cosseno.

Agora, imaginemos as interagdes atdmicas na rede cristalina. Mesmo com o
sistema em repouso, ou seja, sem nenhuma espécie de forca externa atuando, esta
presente a forca entre um atomo e outro. No modelo de molas, isso significa dizer que a
mola ndo estd relaxada na posi¢do de equilibrio da cadeia atomica, isto €, a > .
Denotamos por ‘a’ a distdncia entre 4&tomos na posi¢do de equilibrio. Admitindo que
essa parede interaja da mesma forma, denotemos por 7/, a distancia real entre

particulas, de forma que esse “stress residual”, ou seja, essa forca inerente da interagao
entre atomos, atue sobre o sistema. Incluindo essa nova parcela nas equagdes,
encontramos resultados interessantes:

Froru :_Zk((d —a )+ (a —fo))sen(é’)

Na nova equagao, a parcela (a 4 0) diz respeito exatamente a contribui¢do do
stress da rede cristalina. Desenvolvemos essa equacdo de forma similar a primeira vez:

b e

|
FTOTAL:_Zk((yz+a2)4_£0)#:_2yk 1- A
y t+a

(y2 +a2)%
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Aplicando novamente aproximagdes de primeira ordem:

1
V4 / 2 ’ 2
Frory, == 2k 1_—02 =-2yk 1——0(14—)/—2] =-2yk 1o Y 30
( y j al 2a e 2a

al 1+ 5

2a

4 vkt 2/ il
Frora = Zyk(_o_lj_ pE = _yk(( __Oj+—30

a a a

A equacdo final pode ser dividida em dois termos onde aparece a variavel y, um
linear e outro ctbico:

l_ﬁj_%

3
a

Frora, = — Zyk( p

Escrevendo a equacdo da Lei de Newton para esse caso temos:

md’y 1 ke d’y k 1 a4
=29kl 1--2|-—L = =—| 2y 1-2 |+ 2
dr’ y( aj a’ dt’ m 4 a a’

De modo a entender melhor as solugdes do sistema, usando o software Maple,
plotamos as solugdes das equagdes utilizando valores condizentes com oscilagdes
classicas de um sistema massa-mola de freqiiéncia da ordem de 1 Hz: constante de
elasticidade da mola; massa da particula; e distancia original entre particula e parede.

k=10 N/m
m=0,1 kg
a=03m

O valor de 7, ou seja, a distancia efetiva entre dois atomos na rede, fo1 feito

variar entre 0.05 e 0.25 metros. Como ndo sabemos exatamente o qudo forte € o stress
residual, a variagdo € necessaria para avaliarmos essa grandeza.

O gréfico da solugdo sem o stress residual foi gerado admitindo uma condigao
inicial do sistema com a massa levemente deslocada da posi¢do de equilibrio. Como, na
nossa aproximacdo de primeira ordem, levamos em conta que a distdncia de
deslocamento no eixo y era muito pequena, usamos o valor de 1mm, ou seja, 100 vezes
menor que a distdncia entre os atomos no eixo x. A figura 3 mostra a curva da solugdo
encontrada pelo software Maple para o caso onde o stress residual ndo foi considerado.
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Figura 3: Solugdo da Equagdo Diferencial de Segunda Ordem Cubica.

Reparamos que o periodo da oscilagdo ¢ grande e que, portanto, sua freqiiéncia
vai ser baixa. Para melhorar a analise, aproximamos o grafico para mostrar apenas um
periodo e a figura 4 tras o resultado.
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Figura 4: Um periodo da primeira solugdo.

150

O periodo dessa fungdo ¢ de aproximadamente 230 segundos, o que significa
uma freqliéncia fundamental de 0,004 Hz.
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Para a gerag@o dos graficos no caso com stress, 0os mesmos parametros foram
usados.

Primeiro, a curva com ¢, = 0.05m:

L) ded )]
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Periodo: 1.2 segundos.
Fregiiéncia fundamental: 0.83 Hz.

Notamos, agora, que o periodo da solu¢do diminui consideravelmente e que,
portanto, a freqiiéncia aumentara.

O periodo dessa curva ¢ de aproximadamente 1.2 segundos, o que corresponde a
uma freqiiéncia fundamental de 0,83 Hz, aproximadamente duzentas vezes maior que a
frequéncia do primeiro caso. Comparando esses resultados com os do primeiro projeto
apresentado, de Julho de 2009, vemos que essa frequéncia de 0,83Hz se aproxima da
faixa de frequéncias encontradas neste primeiro estudo, onde as frequéncias variaram
entre 0 e 1,4 Hz mas ficaram concentradas entre 0,7 € 1,3 Hz. Veremos a seguir que a

medida que aumentamos £ as freqiiéncias se distanciam dessa faixa, revelando uma

possivel relagdo entre pequenas distancias entre &tomos e a criacdo de frequéncias
suscetiveis a supercondutividade.
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Periodo: 1.43 segundos.
Freqiiéncia fundamental: 0.7 Hz.

Para /, =0.15m:

i
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Fregieneia fundanentat. 067
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Para /, =0.2m:
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Periodo: 1.55 segundos.
Freqiiéncia fundamental: 0.645 Hz.

Para 7/, = 0.25 m o sistema ndo possui solugdo. Pode-se conjecturar que a

distancia minima entre / e a seja da ordem de 4% de a.
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Para /7, = 0.24 m ainda temos solugao:

e

01

i

Periodo: 1.553 segundos.
Freqgiiéncia fundamental: 0.644 Hz.

Cadeia homogénea infinita: Ramos Acistico e Optico

Demos continuidade ao trabalho com o estudo do livro “Solid State Physics” de
Charles Kittel. Através dele, estudamos o fendmeno dos ramos de vibragao acustico e
optico de uma cadeia de 4tomos, pois levam em consideracdo as vibragdes transversais
em cadeias heterogéneas, modelo mais proximo ao do caso estudado, o dos compostos
de Galio, Aluminio e Silicio. O caso analisado ¢ o de duas cadeias de atomos lado a
lado. Em uma delas temos atomos de massa M1 e na outra temos atomos de massa M2
(admitimos M1 > M2). Para cada par (M1, M2), escrevemos o sistema de equacdes.

Considerando v, a posi¢do da cadeia de massas M2 e u a posi¢do da cadeia de massas
M1, escrevemos:

M, d’u
—ld — k(v +v_, —2u)
t
M, d*v
2d 2 : :k(usH + us - 2vs)
t
As solugdes sdo sinusoidais com amplitudes diferentes. Procuramos solucdes do
tipo:
us :uejskae—jwt
Jska _—jwt

v =ve e
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Substituindo as solu¢des nas equagdes a passando para a forma matricial,
escrevemos:

M, +2k  —k(l+e ) |[u

=0
— 7k

—kle ™ -1) —w*M,+2k | v

Calculando o determinante desse sistema e igualando-o a zero, chegamos a uma

equacdo biquadratica em @ . Pela caracteristica periodica do sistema, basta considerar a

Primeira Zona de Brillouin. Com isso em mente, calculamos os limites da zona, que sdo

k=0 e k=rx/a. Como estamos trabalhando com @’ , havera a solugdo positiva e a
solucdo negativa da equagao de Bhaskara.

Para a solucao positiva, temos:

P P
2k Ao ,para k=0¢ % ,para k =7/a
M M M

1 2 2

Para a solucao negativa, temos:
1
2k "
0,para k=0e|—| ,para k=7x/a
M

1

Essas duas solugdes estao associadas as vibragdes do sistema de duas massas
diferentes. No caso da solugdo negativa, as particulas de mesma massa oscilam em fase.
As ondas mecanicas sdo associadas a esse tipo de vibragdo, pois a oscilacdo depende da
massa da particula e ndo de sua composi¢do, ou seja, elétrons, protons e néutrons que
compdem a estrutura da particula e possuem caracteristicas como carga, etc. Por essa
razao, esse ramo de vibragao ¢ chamado Ramo Acustico.

A solugdo positiva ¢ chamada de Ramo Optico. Nesse caso, particulas de massas
diferentes oscilardo em fases opostas como ¢ observado em ondas eletromagnéticas. No
caso dos atomos possuirem cargas opostas, as suas oscilagdes corresponderiam as de um
dipolo elétrico. Esse ramo ¢ responsavel pela excitagdo Optica, tanto na absor¢ao quanto
na emissao de radiagdo infravermelha pelo cristal.

A figura 2 traz o grafico das freqliéncias para cada um dos ramos, Optico e
Acustico. Para a solugdo de cada um dos ramos, fizemos variar a frequéncia de 0

a 7[/ a , usando 500 pontos dentro desse intervalo. Esse grafico estd de acordo com o
obtido na literatura '.
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Figura 2: Solu¢do dos Ramos Optico e Aciistico

E possivel notar que as solu¢des do Ramo Actstico se assemelham bastante as
solugdes encontradas para as oscilagdes paralelas na cadeia de dtomos, no primeiro
estudo realizado. Mais a frente, veremos que essa semelhanga pode ndo ser
coincidéncia.

Resultados

De modo a analisar as solugdes de cada um dos estudos realizados durante o
trabalho, reescrevemos as solugdes das equacdes de oscilacdo transversal:

3
vk
FTOTAL == pe
1 ykt
Froraw = — 2)’]‘{1 _;Oj _0—30

Observamos o aparecimento de 3 constantes distintas que multiplicam as
parcelas dependentes da posi¢do (no caso, a variavel y). Sao elas:

k ) Newton
& =—,comunidade ———
a metro
b4 . Newton
&, =2k|1-— |, com unidade ———
a metro
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Newton

4 .
&, = —+, com unidade .
a

metro

Lembrando dos graficos comparativos em fungao de 7, vemos que a equacao
ndo tinha solu¢do quando ¢, = a, exatamente quando a constante &, € zero. Além
disso, vemos que a medida que 7/, diminui, a constante £, aumenta enquanto a
constante &, diminui. Lembramos também que, com a diminui¢do de 7, as solugdes da

oscilagdo transversal se aproximam das solug¢des da oscilagdo paralela e, portanto, das
solugdes do Ramo Actstico. Ou seja, 0 modelo classico para esse fendmeno quantico ¢
uma boa aproximagao.
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